ZUPANIJISKO NATJECANIJE 1Z MATEMATIKE

1. ozujka 2023.

8. razred — rjeSenja

OVDJE SU DANI NEKI NACINI RJESAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA
DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE I TAJ POSTUPAK
BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

1. Izracunaj vrijednost izraza:

(V666 + v/888)" — V6662 + 8882

Prvo rjesenje.
Rac¢unamo redom:

(V666 + V888)" =

666 + 2+ /666 - /888 + 888 =
1554 + 26 -v111-/8-V111 =
1554 + 222/48 =
1554 + 222 - 44/3 =
1554 + 8883

V6662 + 8882 =

V62 1112 +82- 1112 =
V1112 - (62 + 82) =
111-v100 =

1110

Konac¢no:

(V666 + V888)” — V6662 + 8882
444
1554 +888v3 — 1110 _

444
444 + 8883

444 B
1+ 24/3.

Drugo rjeSenje.

444

(V666 + V888)” — V6662 + 8882

_ (VIIT-6+VI11-8) - /(111 6)% + (111-8)?

444

111 -4

1BOD
1BOD
1BOD

1BOD

1BOD

1BOD

1BOD
1BOD

2 BODA
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2 BODA
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(VITT V6 + VIT1-V8)' — V111?67 + 1117 - 8°

111 -4
_ (VTI1- (V6 + V8))” — J1112 - (62 + 82)
- 111- 4
2 BODA
_VITT - (V6 + VB)? — /1112 (36 + 64)
- 111-4
_ 111-(6 4+ 2v/6 - V8 + 8) — 111v/100
- 111- 4
2 BODA
_ 111- (14 +2v48) —111-10
- 111- 4
_ 111 (14 + 2v16 - 3 — 10)
- 111-4
2 BODA
_4+8V3
4
=1+2V3 2 BODA

............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

2. Pronadi sve parove prirodnih brojeva &ija je razlika kvadrata 2023.

RjeSenje.
AKo su a i b prirodni brojevi, onda vrijedi a? — b? = 2023.

a’?—-b?=(a+b)(a—Db) 1BOD
2023 =7-17-17 2 BODA
S obzirom da vrijedi a + b > a — b, imamo 3 rjeSenja:* 1BOD

I.(a+b)(a—b) =2023-1

a+b=2023
a—b=1

2a = 2024
a=1012 b =1011 2 BODA

Il.(a+b)(a—b)=289-7

a+b =289

a—b=7

2a = 296

a =148 b =141 2 BODA
2
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Il. (a + b)(a—b) =119-17

a+b=119
a—b=17

2a = 136
a= 68 b =51 2 BODA
.............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

*Primjedba. Umjesto da koristimo a + b > a — b, alternativno se mogu ispitati 3 sluc¢aja u kojima je
a+ b < a— b idobiti dauta 3 slucaja nema rjeSenja.

Ukoliko ucenik ne napomene da, zbog uvjeta a + b > a — b, mozemo promatrati samo 3 slucaja ili
alternativno ne provjeri svih 6 moguénosti, ne moze dobiti taj bod, tj. ukupno moze dobiti najvise 9
bodova.

3. Zadan je pravokutnik ABCD. Za kvadrat DEFG vrijedi da je to¢ka D vrh pravokutnika, to¢ka E
pripada duzini AB, tocka F pripada duzini BC i |£BEF| = 30°. Ako je povriina kvadrata DEFG
36 cm?, izra¢unaj opseg i povrsinu presjeka pravokutnika ABCD i kvadrata DEFG.

Rjesenje. G
Tocka H je presjek duzina DC i FG.

D H C
F
A E B
Povriina kvadrata je 36 cm?, pa je duljina stranice kvadrata 6 cm. 1BOD

|£BEF| = 30° i |£FED| =90°, paje |£DEA| = 60°.
|£BEF| = 30° i |£FBE| =90°, paje |£EFB| = 60°.
|£DEA| = 60° i |£EAD| = 90°, paje |£ADE| = 30°.
Trokuti AAED i AEBF su polovine jednakostrani¢nog trokuta u kojem vrijedi da je duljina hipotenuze
dvostruko dulja od krace katete. 1BOD

Kako je |[DE| = |EF| = 6, slijedi da je |AE| = |BF| = 3. 1BOD
Neka je |AD| = |EB| = x.

Primjenom Pitagorina poucka slijedi:

x? + 3% = 62

x =33

Znadi, |AD| = |EB| = 3v/3. 1BOD

|£EFB| = 60° i |£GFE| =90°, paje |2CFH| = 30°.

|£CFH| = 30° i |£HCF| =90°, paje |2FHC| = 60°.

Trokut AHFC je takoder polovina jednakokra¢nog trokuta. 1BOD
|FC| = |BC| - |BF| = 3v3 - 3.

Neka je |[HF| = 2|CH| = 2y.
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Iz Pitagorinog poucka slijedi y? + (3\/§ — 3)2 = 4y2, odnosno (3\/§ — 3)2 =3y?% paje

,_(3V3-3) 3)*
3
i nadalje
3V3-3
=———=3-13.
YT
1 BOD
Stoga je
|HF| =2y =6 —2V3 i 1BOD
IDH| = |DC| — |HC| =3 +3V3 - (3 -+3) = 4V3. 1BOD
Presjek pravokutnika i kvadrata je trapez DEFH.
Opseg iznosi:
o = |DE|+ |[EF| + |HF| + |[DH| = 6 + 6 + 6 — 2V/3 + 4V3 = (18 + 2V3) cm. 1BOD

PovrSina mozemo izra¢unati tako da od povrSine pravokutnika ABCD oduzmemo povrSine dvaju
sukladnih pravokutnih trokuta AAED i AEBF i povrsinu pravokutnog trokuta AFCH:

P=(3+3V3)-3VF—2- 3- 3\/‘ - \/’)(3\/’ 3)

9\/_ 9— 9+3\/_

=9v3+27-9V3 — >

12+/3 - 18
-
=27-6V3+9
= (36 — 6v3) cm?. 1BOD

(Alternativno, povr$inu mozemo racunati koriste¢i formulu za povr$inu trapeza:

DE| + |HF 6+6—2V3
:—l |2| |-|EF| — 6 = (36 — 6V3) cm?.

1 BOD)
.............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

4. U grupi se nalazi 6 Varazdinaca, 6 Zadrana i 6 Osjecana. Na koliko se nacina oni mogu podijeliti u:
a) 6 skupina od 3 osobe tako da se u svakoj skupini nalazi po jedan VaraZzdinac, jedan Zadranin i
jedan Osjecanin?

b) 3 skupine od 6 osoba tako da se u svakoj skupini nalaze po dva Varazdinca, dva Zadranina i dva
Osjecanina?

RjeSenje.

a) Prvi nacin.

Izbor jednog od Sest Varazdinaca u prvu skupinu mozemo napraviti na 6 naina, a na jednako nacina
i izbor jednog od Sest Zadrana te jednog od Sest Osjeana pa to ukupno mozemo napraviti na
66 -6 = 63 natina. 1BOD

Nakon toga izbor za drugu skupinu moZemo napraviti na 53 nacina, za treéu na 43, potom na 3% pa na
23 nacina, odnosno ukupnona (6 - 5 - 4 - 3 - 2)3 = 7203 nadina. 1 BOD
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No, nama nije bitan poredak tih skupina, jer su jednakopravne, a kako Sest skupina mozemo poredati na

6-5-4-3-2 =720 nacina, onda je ukupni broj rasporeda % = 7202, 2 BODA
Ukupno, broj rasporeda je 720% = 518 400.

a) Drugi nadin.
Najprije fiksirajmo izbor svih Varazdinaca u svaku od Sest skupina, jer nam nije bitan poredak tih
skupina. 2 BODA

Potom izbor jednog od Sest Osjecana u prvu skupinu mozemo napraviti na 6 nacina, a na jednako nacina
i izbor jednog od $est Zadrana pa to ukupno moZemo napraviti na 6 - 6 = 62 naéina. 1 BOD

Nakon toga izbor za drugu skupinu moZemo napraviti na 52 nadina, za treu na 42, potom na 32 pa na
22 nagina, odnosno ukupnona (6 - 5-4 - 3 - 2)? = 7202 = 518 400 nacina. 1 BOD

. oy . . .. 65 .. .
b) Izbor dva od Sest Varazdinaca u prvu skupinu moZemo napraviti na 5 = 15 nadina, a na jednako
nacina i izbor dva od Sest Zadrana i dva od Sest OsjeCana pa to ukupno moZemo napraviti na
1515 - 15 = 153 nadina. 2 BODA

s . e . y -, 43 .
Izbor sljede¢a dva od Sest Varazdinaca u drugu skupinu mozemo napraviti na -5 = 6 nacina, a na

jednako toliko naéina i izbor od sljede¢a dva od Sest Zadrana i sljede¢a dva od Sest Osjecana pa to
ukupno moZemo napravitina 6 - 6 - 6 = 63 nacina. 1BOD

Preostala su dva Varazdinca, dva Osje¢ana i dva Zadranina pa njih moZemo jednozna¢no rasporediti u
trecu skupinu.

Ukupno se raspored u tri skupine moZe napraviti na (15 - 6)3 = 903 nacina. 1BOD

No, nama nije bitan poredak tih skupina, jer su jednakopravne, a kako tri skupine moZemo poredati na
3

3 - 2 = 6 nacina, onda je ukupni broj rasporeda %. 2 BODA

3
Ukupno, broj rasporeda je % = 121 500.
.............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

5. U koordinatnoj ravnini zadan je jednakokra¢ni trokut AABC s vrhovima A(2,1), B(6,1) i C(4,5).
Odredi jednadzbe svih pravaca koji su paralelni s nekim od krakova i dijele trokut na dva dijela
jednakih povrsina.

Prvo rjeSenje.
Pravac dijeli trokut na trapez i jednakokracan trokut. 6T
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Trokuti AABC i ADBE su sli¢ni prema poucku KK s koeficijentom sli¢nosti k, a omjer povriina je k2.
1BOD
Povrsina trokuta AABC dva je puta veéa od povrsine trokuta ADBE paje k? = 2, ak = /2. 1BOD

Iz |AB| = 4 i k = /2 slijedi

a8l _ - _laBl _ 4 _

ﬁ_\/E paje|DB|_ﬁ_ﬁ_2\/§. 1BOD
Znaci, koordinate toc¢ke D Su D(6 — 22, 1). 1BOD
Jednadzbu pravca AC dobijemo rjeSavanjem sustava:

A(2,1),C(4,5); y=ax+b

1=2a+b

5=4a+b

y=2x-—3 2 BODA

(Primjedba. Za dobiti ova 2 BODA dovoljno je odrediti da je a = 2.)

Trazeni pravac paralelan je s pravcem AC pa ima isti nagib i prolazi to¢kom D.
D(6—2v2,1),a=2;, y=ax+b

1=2(6-2V2)+b

b=-11+4V2
y=2x—114+4/2 1BOD
Analogno se dobije pravac paralelan s krakom BC koji prolazi ot

tockom (2 + 2v2,1). 1

Jednadzbu pravca BC dobijemo rjeSavanjem sustava:

B(6! 1)’ C(4'! 5)1 y = ax + b T

l=6a+b

S5=4a+b -

y=-—2x+13 2 BODA

(Primjedba. Za dobiti ova 2 BODA dovoljno je odrediti da je a = —2. To slijedi iz simetrije s
prethodnim slu¢ajem pa uz taj zakljucak nije potrebno ponovo racunati a.)

TraZeni pravac paralelan je s pravcem AC pa ima isti nagib i prolazi tockom (2 + 22, 1).
(2+2\/z,1),a=—2; y=ax+b

1=-2(2+2V2) +b

b=5+4V2

y=—-2x+5+4/2 1 BOD
.............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA
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Drugo rjeSenje.
Prvi slucaj: 6T
Pravac dijeli trokut na trapez i jednakokracan trokut.

U trokutu AABC je |AB| = 4. + /
Duljina visine iz vrha C na osnovicu AB je v, = 4.

Povrsina trokuta AABC je
|AB| v, 4-4

Ppapc = =—=38.
AABC 2 2

Povrs$ina trokuta ADBE je

Ppppe = EPAABC =4.

Trokuti AABC i ADBE su sli¢ni prema poucku KK s koeficijentom sli¢nosti k, a omjer povrsina je k2.
1BOD

Povrsina trokuta AABC dva je puta ve¢a od povrsine trokuta ADBE paje k? = 2,ak = /2. 1BOD

Iz |AB| = 4 i k = /2 slijedi

4] _ o DBl < 148l _ & _
ﬁ—\/? paJeIDBI—ﬁ—ﬁ—Z\/Z 1BOD
Znagi, koordinate tocke D su D(6 — 2v2,1). 1BOD

Duljina visine trokuta ADBE iz vrha E na osnovicu DB je
12 4
vy =—=—=2V2,
2 k \/z

Apscisa tocke E je aritmeti¢ka sredina apscisa todaka D i B, a ordinata je v, + 1 = 2v/2 + 1, dakle
E(6 —V2,2V2 + 1). 1BOD

Pravac kroz to¢ke D i E:
D(6—2v2,1),E(6—-V2,2V¥2+1); y=ax+b

1=(6-2v2)a+b
2V2+1=(6—-+2)a+b

Oduzmemo jednadzbe:

V2a =22

a=2

b=1-12+4V2=-11+ 42

Jednadzba pravca je y = 2x — 11 + 4v/2. 2 BODA
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Drugi slucaj:

A“‘\\B

\

Analogno se odrede tocke D(2 +2v2,1) i E(2 ++v2,2vV2 + 1) po simetriji, te potom jednadzba

drugog pravca y = —2x + 5 + 4+/2 . 3 BODA
.............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA




