ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
5. razred — osnovna skola
14. ozujka 2025.

Ako ucenik ima drugaciji postupak rjeSavanja zadatka, Povjerenstvo je duzno i taj postupak
bodovati i ocijeniti na odgovarajuéi nacin.

Zadatak 0S-5.1.

Tena je zamislila tri prirodna broja. Odredi sva tri broja ako je poznato sljedece:

e prvi je broj najmanji parni cetveroznamenkasti broj s razli¢itim znamenkama;
e drugi je broj najveci ¢etveroznamenkasti broj s razli¢itim neparnim znamenkama
koji nije djeljiv s tri;

e treci je broj jednak zbroju tri ¢etvrtine prvoga i ¢etiri sedmine drugoga broja.

Rjesenje.

Kako bi prvi broj bio najmanji cetveroznamenkasti broj s razli¢itim znamenkama,
znamenke tisucica, stotica i desetica su, redom, 1, 01 2. 2 boda
Znamenka jedinica mora biti 4 kako bi trazeni broj bio paran pa je prvi broj 1024. 1 bod

Zatim, kako bi drugi broj bio najveci ¢etveroznamenkasti broj s razli¢itim neparnim
znamenkama, znamenke tisuéica, stotica i desetica su, redom, 9, 7 i 5. 2 boda

Kako je 94 745 = 21, znamenka jedinica ne smije biti 3 jer drugi broj nije djeljiv s 3

pa mora biti 1. Dakle, drugi broj je 9751. 2 boda
Odredimo jos treéi broj. Cetvrtina prvog broja je 1024 : 4 = 256 pa tri Getvrtine prvog

broja iznose 256 - 3 = 768. 1 bod
Sedmina drugog broja iznosi 9751 : 7 = 1393 pa cetiri sedmine drugog broja iznose

1393 - 4 = 5572. 1 bod
Konacno, trec¢i broj je 768 4+ 5572 = 6340. 1 bod

Napomena: Ako su pogresno odredeni prvi ili drugi broj, pri odredivanju tre¢eg broja
uceniku se, od predvidena 3 boda, dodjeljuju najvise 2 boda na sljede¢i nacin: 1 bod za
odredivanje tri cetvrtine prvog broja ako je prvi broj djeljiv s 4, te 1 bod za odredivanje
cetiri sedmine drugog broja ako je drugi broj djeljiv sa 7.
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Zadatak 0S-5.2.

Astra i Gea rjesavale su ispit iz astronomije. Za svaki zadatak s toénim odgovorom
daje se isti broj bodova. Za svaki zadatak bez odgovora oduzima se isti broj bodova.
Za svaki zadatak s netocnim odgovorom oduzima se dvostruko vise bodova nego za
zadatak bez odgovora. Gea je u svim zadatcima dala to¢ne odgovore i postigla 120
bodova. Astra je postigla ukupno 20 bodova te je dijagramom prikazano koliko je imala
tocnih i neto¢nih odgovora te na koliko zadataka nije dala odgovor. Koliko se bodova
oduzima za svaki zadatak bez odgovora?
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tocan odgover netocan odgovor bezodgovora

Prvo rjeSenje.
Na ispitu iz astronomije bilo je ukupno 5+ 3 4+ 4 = 12 zadataka. 1 bod
Za svaki se zadatak s tocnim odgovorom daje 120 : 12 = 10 bodova. 1 bod
Astra je imala 5 to¢nih odgovora, pa je za njih dobila 5 - 10 = 50 bodova. 1 bod

Kako je postigla ukupno 20 bodova, 50 — 20 = 30 je bodova izgubila na netoc¢ne
odgovore i zadatke bez odgovora. 1 bod

Kako je na tri zadatka dala neto¢an odgovor i na jos Cetiri nije odgovorila, za svaki
neto¢an odgovor oduzima se manje od 10 bodova. Broj bodova koji se oduzimaju za
netocan odgovor mora biti paran; 2, 4, 6 ili 8 bodova. 2 boda

U tim slucajevima bi se za zadatak bez odgovora oduzimalo, redom, 1, 2, 3 ili 4 boda.

1 bod
bodovi koji se oduzimaju za netocan odgovor 2 4 6 8
bodovi koji se oduzimaju za zadatak bez odgovora 1 3 4
ukupno se oduzima Astri za netocne odgovore 6 12 18 24
ukupno se oduzima Astri za zadatke bez odgovora 4 8 12 16
ukupno se oduzima Astri 10 20 30 40
nemogucée | nemogucée | moguce | nemoguce
3 boda

Za svaki zadatak bez odgovora oduzimaju se 3 boda.

Napomena: Za navedena tri nemoguca slucaja dodjeljuju se 2 boda (1 bod za dva,
2 boda za sva tri slucaja), a 1 bod se dodjeljuje za mogudi slucaj, odnosno rjesenje
zadatka.
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Drugo rjeSenje.

Na ispitu iz astronomije bilo je ukupno 5+ 3 4+ 4 = 12 zadataka.

Za svaki se to¢an odgovor daje 120 : 12 = 10 bodova.

Astra je imala 5 to¢nih odgovora, pa je za njih dobila 5 - 10 = 50 bodova.

Neka je N broj bodova koji se oduzimaju za netoc¢an odgovor, a X broj bodova koji se
oduzimaju za zadatak bez odgovora.

Astra je postigla 20 bodova, pa je broj bodova koje je izgubila za neto¢ne odgovore ili
zadatke bez odgovora 30.

Odnosno
3-N+4-X =30,
te N =2-X.
Stoga,
6X +4X =30
10X = 30
X =3.

Za svaki zadatak bez odgovora oduzimaju se 3 boda.

Zadatak 0S-5.3.

Koliko ima prirodnih brojeva oblika 2025abc koji su djeljivi s 9, a ¢iji su ostatci pri
dijeljenju brojem 2 i brojem 5 medusobno jednaki?

Prvo rjeSenje.

Ostatak pri dijeljenju s 2 moze biti 1 ili 0, a ostatak pri dijeljenju s 5 moze biti 0, 1, 2,
3 ili 4. Ako ostatci moraju biti medusobno jednaki, tada su to ostatci 01 1.

I.slucaj

Ako je ostatak pri dijeljenju s 2 i s 5 jednak 0, zakljucujemo da je broj djeljiv s 10 i
posljednja znamenka trazenog broja je ¢ = 0.

Broj je djeljiv s 9 ako mu je zbroj znamenaka djeljiv s 9, pa je 24+0+2+5+a+b+0 =
94+a+b, 94+a+be{9,18,27} tj. a+ b€ {0,9,18}.

Ako je a+b =0, tada je a = b = 0. Takav je jedan broj.

Ako je a + b =18, tada je a = b = 9. Takav je jedan broj.

Ako je a+b =09, tada je b = 9—a. S obzirom da a moze biti bilo koja od 10 znamenaka,
takvih je deset brojeva.
I1.slucaj

Ako je ostatak pri dijeljenju s 2 jednak 1, znamenka ¢ je neparna, tj. ¢ € {1,3,5,7,9}.
Ako je ostatak pri dijeljenju s 5 jednak 1, vrijedi ¢ € {1,6}.

Zaklju¢ujemo da vrijedi ¢ = 1.
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Broj je djeljiv s 9 ako mu je zbroj znamenaka djeljiv s 9, pa je 24+0+2+5+a+b+1 =
10+a+0b, 10+a+be{18,27},tj. a+be {8,17}.

Ako je a + b =8, tada je b = 8 — a pa a moze biti bilo koja znamenka osim 9. Takvih
je devet brojeva.

Ako je a+ b =17, takva su dva broja jer jea=8ib=9ilia=91b=38.
Ukupno, trazenih brojeva oblika 2025abc ima 23.

Drugo rjeSenje.

Promatramo brojeve oblika 2025abc koji su visekratnici broja 9 te provjeravamo za-
dovoljavaju li uvjete zadatka, odnosno jesu li im ostatci pri dijeljenju brojem 2 i
brojem 5 medusobno jednaki. Najmanji broj koji promatramo je 2025000, najveci
2025999, a medu njima je 112 visekratnika broja 9 (to su brojevi oblika 2025000 + 9n
zan € {0,1,...,111}).

’ ‘ broj ‘ ostatak pri dijeljenju s 2 ‘ ostatak pri dijeljenju s 5 ‘ uvjeti zadovoljeni ‘
1 | 2025000 0 0 da
2 2025009 1 4 ne
3 2025018 0 3 ne
4 2025027 1 2 ne
5 2025036 0 1 ne
6 2025045 1 0 ne
7 2025054 0 4 ne
8 2025063 1 3 ne
9 2025072 0 2 ne
10 | 2025081 1 1 da
11 | 2025090 0 0 da
12 | 2025099 1 4 ne
13 | 2025108 0 3 ne
14 | 2025117 1 2 ne
15 | 2025126 0 1 ne
16 | 2025135 1 0 ne
17 | 2025144 0 4 ne
18 | 2025153 1 3 ne
19 | 2025162 0 2 ne
20 | 2025171 1 1 da
21 | 2025180 0 0 da
22 | 2025189 1 4 ne
109 | 2025972 0 2 ne

110 | 2025981 1 1 da
111 | 2025990 0 0 da
112 | 2025999 1 4 ne

Uvjete zadovoljavaju 1., 10. i 11., 20. i 21., ... te 110. i 111. broj u tom nizu.
Nakon prvog broja imamo ukupno 11 parova, odnosno 22 broja.

Ukupno, trazenih brojeva oblika 2025abc ima 23.
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Zadatak 0S-5.4.

Na gradskom trgu postavljen je mozaik od jednakih plocica oblika pravilnog Sestero-
kuta. U prvom je koraku na sredistu trga postavljena jedna bijela plocica. U drugom
su koraku oko nje postavljene crne plocice, njih Sest. U tre¢em su koraku oko njih pos-
tavljene bijele plocice, itd. U svakom su sljede¢em koraku oko prethodno postavljenih
plocica postavljene plocice druge boje, naizmjence bijele i crne boje. Slika prikazuje
izgled mozaika nakon pet koraka.

Postupak je nastavljen na opisani nacin dok nije provedeno ukupno 2025 koraka. Time
je mozaik dovrsen. Za koliko je broj bijelih plocica u gotovom mozaiku veéi od broja
crnih plocica?

Prvo rjeSenje.

U prvom je koraku jedna bijela plocica, u tre¢em je dodano 12 = 2 -6, a u petom
24 = 4 - 6 bijele plocice.

Broj bijelih plocica u 2025. koraku je

142-6+4-64+6-6+...+2024-6.

U drugom je koraku oko prve bijele dodano 6 = 1-6, a u ¢etvrtom 18 = 3 - 6 crnih
plocica.

Broj crnih plocica u 2025. koraku je

1-64+3-6+5-6+...42023-6.

Razlika broja bijelih i broja crnih plocica je:
1+(2—-1)-64+(4-3)-6+(6—5)-6+...4 (2024 —2023) -6 =

=141012-6 = 6073.

Napomena:

Ucenik moze izracunati ukupan broj bijelih plocica (6150937),
broj crnih ploéica (6144864),

a zatim odrediti njihovu razliku (6073).
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Drugo rjeSenje.

U drugom koraku dodano je 6 crnih, u tre¢em 12 bijelih, u ¢etvrtom 18 crnih, a u
petom 24 bijelih plocica.

U svakom koraku, nakon drugog, broj dodanih plocica je za 6 veéi od broja dodanih
ploc¢ica u prethodnom koraku. Stoga je razlika broja zadnje dodanih bijelih i prethodno
dodanih crnih plocica uvijek 6.

Crne i bijele plocice, nakon prvog koraka, dodavane su naizmjence 2024 puta (1012
puta bijele, a 1012 puta crne),

Sto znaci da je broj bijelih za 1012 - 6 = 6072 veé¢i od broja crnih plocica.

Nakon dodavanja jedne bijele plocice iz prvog koraka u gotovom mozaiku ukupan broj
bijelih plocica veéi je od ukupnog broja crnih plocica za 6072 + 1 = 6073.

Zadatak 0OS-5.5.

Na veliki papir zalijepljeni su kvadrati ABCD, FFGH i IJKL kao $to je prikazano
na slici. Stranica kvadrata ABC'D dva je puta dulja od stranice kvadrata EFGH.
Stranica kvadrata IJKL tri je puta dulja od stranice kvadrata FFGH. Tocke u
kojima se sijeku rubovi kvadrata tocke su P, R, S i T. Presjek kvadrata ABCD
i IJKL kvadrat je TJPD povrsine 9. Presjek kvadrata I[JKL i EFGH kvadrat je
ISGR povrsine 25. Ako je opseg lika ABCPKLRHEF ST jednak 280, odredi povrsinu
toga lika.

B A
F E
J.|T S I
C D
P
G [ H
K L
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Prvo rjeSenje.
Kvadrat kojemu je povrsina 9 ima stranicu duljine 3, a kvadrat kojemu je povrsina 25
ima stranicu duljine 5. 1 bod

Rub lika ABCPKLRHFEFST sastoji se od tri dijela, kao sto je prikazano na donjoj
slici.

3T s 5
3 5
p
R
B A
F E
S T
5 3
5RO H c P 3 K L

Neka je x duljina stranice kvadrata EFGH. Tada su duljine stranica kvadrata ABC'D
i IJKL, redom, 2z i 3x.

Opseg lika ABCPKLRHEFST jednak je zbroju:
o opsega kvadrata FFGH umanjenog za duljine dviju stranica kvadrata cija je
povrsina 25, odnosno 4x — 10, 1 bod

o opsega kvadrata ABCD umanjenog za duljine dviju stranica kvadrata cija je
povrsina 9, odnosno 4 - 2x — 6 = 8x — 6, 1 bod

» opsega kvadrata [JK L umanjenog za duljine dviju stranica kvadrata ¢ija je po-
vrsina 9 i duljine dviju stranica kvadrata ¢ija je povrsina 25, odnosno 4-3z — 16 =
122 — 16, 2 boda

tj. opsega sva tri kvadrata umanjenog za 32

4r — 10 + 8z — 6 + 122 — 16 = 280

24x — 32 =280
24x = 312
x = 13. 2 boda
Povrsina lika ABCPKLRHEF ST jednaka je zbroju povrsina kvadrata EFGH, ABC'D
i IJKL umanjenom za 9 + 25 = 34, 1 bod
P=13-13426-26+39 -39 — 34 =169 4+ 676 + 1521 — 34 = 2332. 2 boda
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Drugo rjeSenje.

Kako je presjek kvadrata EFGH i IJK L kvadrat ¢ija je povrSina 25, odnosno ¢ija je
stranica duljine 5, zaklju¢ujemo da duljina stranica kvadrata EFGH mora biti veca

od 5.

Rub lika ABCPKLRHFEFST sastoji se od tri dijela, kao Sto je prikazano na donjoj
slici.

w

Kakoje5+5+34+3+3+3+4+5+5=32, opseg lika ABCPKLRHEFST jednak je
zbroju opsega sva tri kvadrata umanjenom za 32.

Do rjesenja se moze doéi promatranjem opsega kvadrata i opsega trazenog lika.

duljina stranice kvadrata opseg kvadrata opseg lika

EFGH | ABCD | IJKL | EFGH | ABCD | IJKL | ABCPKLRHEFST
6 12 18 24 48 72 112 premalo
7 14 21 28 56 84 136 premalo
12 24 36 48 96 144 256 premalo
13 26 39 52 104 156 280 v
14 28 42 56 112 168 304 previse
15 30 45 60 120 180 328 previse

Zakljuc¢ujemo da je duljina stranice kvadrata EFGH jednaka 13.

Povrsina lika ABCPKLRHEF ST jednaka je zbroju povrsina kvadrata EFGH, ABC'D
i IJKL umanjenom za 9 + 25 = 34, odnosno

P=13-13426-26439-39 — 34 = 169 4+ 676 + 1521 — 34 = 2332.

Napomena: Kako bi uc¢eniku bila dodijeljena 4 boda za tablicu potrebno je pokazati da
je rjesenje jedinstveno tj. obrazloziti kako nema drugih rjesenja. Jedinstvenost rjesenja
moze se argumentirati uocavanjem rasta (pada) opsega s obzirom na rast (pad) duljina
stranica kvadrata. Ucenik moze i ispisivati slucajeve kada je stranica prvog kvadrata
manja (veéa) od 13, te na taj na¢in argumentirati smanjenje (povecanje) opsega.
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