ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
8. razred — osnovna Skola
14. ozujka 2025.

Ako ucenik ima drugaciji postupak rjeSavanja zadatka, Povjerenstvo je duzno i taj postupak
bodovati i ocijeniti na odgovarajuéi nacin.

Zadatak 0S-8.1.

Odredi vrijednost izraza
(VI + I+ VIFDVE ~ 5~ VTTDWE 4T~ VTTD)WT ~ i+ VT )
za x =0.0b1y =>.

Prvo rjeSenje.

Mnozenjem prve i tre¢e zagrade uz primjenu formule za razliku kvadrata dobivamo

Vz + ) — (VT +9)?, 2 boda
odnosno
T+ 2\/xy+y—x—y. 1 bod
Analogno, mnozenjem druge i Cetvrte zagrade dobivamo x — 2,/xy +y —  — y. 3 boda
Zadani izraz je zato jednak
(x4+2ry+y—z—y)(z—2/xy+y—2x—y) =2/ry(—2/7Y), 1 bod
odnosno iznosi —4zy. 2 boda
Za r = 0.051y = 5 vrijednost izraza je —4-0.05-5 = —1. 1 bod

Drugo rjeSenje.

Mnozenjem prvih dviju zagrada dobivamo
VI ST TP VT TGV T IV T T 1 97
a mnozenjem trece i cetvrte zagrade dobivamo

VI TN T T T~ PV T I~ aVT T IiVE I~/ + 5. 2 boda

Sredivanjem izraza dobivamo:

(z—y—2vay+y*— (x+y) (z—y+2vay+y> - (x +v)), 2 boda
odnosno
(—2y — 2/ zy + y?) - (—2y + 2/ 2y + ¥?). 1 bod
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Mnozenjem tih dvaju algebarskih izraza dobivamo:

= (—2y)° — 22y +y?)° 2 boda

= 4y* — day — 4y° 1 bod

= —dzy 1 bod
Za x = 0.051y = 5 vrijednost izraza je —4-0.05-5 = —1. 1 bod

Zadatak 0S-8.2.

Duljina stranice pravilnoga Sesterokuta ABC'DFEF jest 8. Izracunaj povrsinu trokuta
DFG ako je tocka G sjeciste pravaca AB i CD.

Prvo rjeSenje.

Skica:
E D
F C
G
y B A
Velicina unutarnjeg kuta pravilnog sesterokuta iznosi 120°. 1 bod
Trokut DEF je jednakokracan, pa je |[<DFE| = |[<EDF| = 180-120° — 30°, 1 bod

Trokut DFG je pravokutan jer je

|<FDC| = |<EDC| — |<EDF| = 120° — 30° = 90°.

1 bod
Kutovi <GBC i <BCG vanjski su kutovi pravilnog Sesterokuta, tj. |<GBC| =
|<BCG| = 180° — 120° = 60°, pa je trokut BGC jednakostranican. 2 boda
Stoga je |DG| = |DC| + |CG| = 16. 1 bod
Visina FH dijeli trokut DEF na dva sukladna trokuta koji predstavljaju polovicu jed-
nakostrani¢nog trokuta stranice duljine 8, pa je duljina duZine DF jednaka dvostrukoj
duljini visine tog jednakostrani¢nog trokuta, tj.
|IDF|=2-|DH| =23 =83, 2 boda
Povrsina trokuta DFG je lDG'é‘DF‘ = 16'2‘/5 = 644/3. 2 boda
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Drugo rjeSenje.
Skica:

Veli¢ina unutarnjeg kuta pravilnog Sesterokuta iznosi 120°.

Kutovi <GBC'i <BCG vanjski su kutovi pravilnog Sesterokuta tj. |[<GBC|= |<BCG| =

180° — 120° = 60° pa je trokut BGC' jednakostranican.

Povrsinu trokuta DFG ¢emo izracunati tako da od povrsine peterokuta AGDEF,
koja je jednaka zbroju povrsina pravilnog Sesterokuta ABCDEF' i jednakostrani¢nog
trokuta BGC', oduzmemo zbroj povrsina trokuta DEF i AGF, tj.

Ppre = Papcper + Peac — Pper — Pagr = 6+ %ﬁ/g + %1/5 = 1123 — Pppr — Pacr.
Trokut DEF je jednakokracan, pa je |[<DFE| = |<EDF| = 180°-120° — 30,

Visina EFH dijeli trokut DEF na dva sukladna trokuta koji predstavljaju polovicu
jednakostrani¢nog trokuta stranice duljine 8, pa je Ppppr = 16v/3.

Duzina F1T visina je trokuta AGE povudena iz vrha F.

Kako je |FI| duljina visine jednakostrani¢nog trokuta sa stranicom duljine 8 ona iznosi
85 — 4/3
y .

Povrsina trokuta AGF je ‘AG|2'|FI| = “ABHEGD"F” = (8+8%'4\/§ = 32V/3.
Povr§ina trokuta DFG je 112v/3 — 16v/3 — 32/3 = 64+/3.

Napomena: Ako ucenik povrsinu trokuta DF'G racuna tako da od povrSine petero-
kuta IGDFEF oduzme zbroj povrsina trokuta DEF i IGF, slijediti bodovnu shemu
navedenu u drugom rjesenju.

Zadatak 0S-8.3.

Svako od polja tablice 3 x 3 treba obojiti u crvenu, bijelu ili plavu boju te u svako polje
treba upisati jedan od brojeva 1, 2 ili 3. Na koliko je razli¢itih nacina to moguce uciniti
tako da u svakome stupcu i svakome retku polja budu obojena s tri razli¢ite boje i u
njih budu upisana tri razli¢ita broja?
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Rjesenje.
Uoc¢imo da je broj nacina na koji mozemo obojiti tablicu jednak broju nacina na koji
mozemo upisati brojeve.

Odredimo broj nac¢ina na koje mozemo rasporediti brojeve 1, 2 i 3 u tablicu prema
uvjetu zadatka.

U prvom retku tablice brojeve mozemo rasporediti na 3 -2 -1 = 6 razlicitih nacina.

Sljedeci redak tablice mozemo popuniti na dva razli¢ita nacina jer odabrani broj u
prvom stupcu drugog retka ne smije biti isti kao broj u prvom retku i prvom stupcu,
a izbor preostala dva broja u drugom retku je jednoznac¢no odreden.

1123 1123
2

Posljednji redak tablice time je jednoznac¢no odreden.

Ukupan broj mogu¢ih rasporeda brojeva u tablici je 6 - 2 = 12.

Sveukupan broj rasporeda boja i brojeva u tablici jednak je umnosku broja razlicitih
rasporeda boja i broja razli¢itih rasporeda brojeva.

Broj razli¢itih nac¢ina popunjavanja tablice uz zadane uvjete je 12 - 12 = 144.

Napomena: Ukoliko uéenik sustavno ispise svih 12 rasporeda brojeva (boja) i time
utvrdi da ih ne postoji vise, za taj dio zadatka ostvaruje 6 bodova . To moze sustavno
napraviti na viSe nacina, prikazat ¢emo jedan mogudi.

Najprije ispisimo sve dopustene rasporede s brojem 1 u prvom retku i prvom stupcu,

1123 11213 11312 11312
2131 112 2|1 1
31112 21311 31211 21113

potom ispisimo sve dopustene rasporede s brojem 2 u prvom retku i prvom stupcu,

21113 21113 21311 21311
11312 31211 1123 311
31211 11312 31112 11213

a na kraju ispisSimo sve dopustene rasporede s brojem 3 u prvom retku i prvom stupcu.

31112 31112 31211 31211
1123 21311 113 1
2131 1123 21113 113]2

Ukoliko uc¢enik nesustavno ispise svih 12 rasporeda brojeva (boja) i ni na koji nacin
ne objasni zasto ih nema vise od 12, ostvaruje 4 boda od moguéih 6 bodova za taj dio
zadatka.
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Zadatak 0S-8.4.

Duljina stranice jednakostrani¢nog trokuta ABC' jest 18. Nad stranicom AB izvan
trokuta konstruirana je polukruznica. Tocka D pripada polukruznici i dijeli je u omjeru
2 : 1. Izracunaj udaljenost tocke C'i sjecista pravca DC' sa stranicom AB.

Prvo rjesenje.

Neka je tocka E poloviste stranice AB tj. srediSte polukruznice koja je nacrtana nad
stranicom AB, izvan trokuta, a tocka F sjeciste pravca C'D i stranice AB.

Skica:

Uocimo da je |EB| = |ED| = 9.
Tocka D dijeli kruznicu u omjeru 2:1 pa je |[<DEB| = 60°.

Zakljucujemo da je trokut EDB jednakostranican. S obzirom da su kutovi <CFA i
<DF B vrsni kutovi i [<FAC| = |<FBD| = 60° prema KK poucku o sli¢nosti trokuta
zakljucujemo je AAFC ~ ABFD.

Stogaje%:%:%szz

Vrijedi |AB| = |AF| + |FB| = 3|FB|, iz ¢ega zakljuCujemo 18 = 3|F'B|, tj. |F B| = 6.
Slijedi |[EF| = |EB|—|FB|=9—-6=3.

Trokut EFC je pravokutan trokut kojemu su katete duljina |EF| i |CE].

Duzina C'E je visina jednakostrani¢nog trokuta ABC pa je |CE| = %\/g = 9/3.
Prema Pitagorinom poucku za pravokutni trokut FF'C' imamo:

|CF|? = |EF|? + |CE|?
|CF| =1/32+ (9v/3)2 = /252 = 6/7.

Udaljenost tocke C' i sjecista pravca DC' sa stranicom AB je 64/7.
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Napomena: Ako je ucenik umjesto slicnosti trokuta AF'C' i BF D koristio sli¢nost tro-
kuta EDF i BCF te dobio [ = % = 2, |[BE| = |BF| + |EF| = 3|EF|,9 = 3| EF|
tj. |E'F| = 3 treba ostvariti 3 boda kako je navedeno u bodovnoj shemi.

Drugo rjeSenje.

Kao u prvom rjesenju dokazujemo ANAFC ~ ABFD. 4 boda
Iz AAFC ~ ABFD zaklju¢ujemo da je % =18_9 2 boda
C

Vrijedi:

CF| = |CD| - |DF

CF| = |CD| - Y|CF

ICF| = 2|CD| 1 bod

Trokut ADB je pravokutni trokut s pravim kutom u vrhu D, jer je obodni kut nad
promjerom kruznice pravi, pa prema Pitagorinom poucku imamo:

|ADJ? = |AB|* — |BD|?
|AD| = /182 — 92 = 9/3. 1 bod

Trokut ADC' je pravokutni trokut jer je |[<DAC| = |<DAE| + |[<EAC| = 30° +60° =
90° pa prema Pitagorinom poucku imamo:

|CDJ? = |AD|* + |AC|?

|CD| = /182 + (9v/3)2 = 9/7. 1 bod
Iz |CF| = 2|CD| slijedi |CF| = 6y/7. 1 bod
Udaljenost tocke C' i sjecista pravca DC' sa stranicom AB je 64/7.
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Zadatak 0S-8.5.

Moze li zbroj prvih n prirodnih brojeva biti jednak zbroju kvadrata triju uzastopnih
prirodnih brojeva?

Rjesenje.

Zbroj prvih n prirodnih brojeva je

n (n+1)

Zbroj kvadrata triju uzastopnih prlrodmh brojeva, za m € N i m > 2 zapisujemo

(m—124+m*+(m+1*=m?*-2m+1+m?*+m?>+2m+1=3m* + 2.

Kako prirodni broj 3m? + 2 pri dijeljenju s 3 daje ostatak 2, razmotrimo slucajeve

mogucih ostataka broja

1.

n(n+l) + pri dijeljenju s 3.

Akojen = 3k, za k € N, onda je = T;H) = (3k+1) prirodan broj koji pri dijeljenju
s 3 daje ostatak 0.

. Akojen = 3k+1, k € Ny, onda je ™ "2+1) = (3k+1) (Bk+2) _ 9k2+29’f+2 = 3.3k'(§+1) +1
prirodan broj koji pri dijeljenju s 3 daje ostatak 1

. Akojen = 3k+2, k € Ny, onda je (n+1) (3k+2) (3k+3) _ 9k2+;2k+6 3. 3k2+24k+2

prirodan broj koji pri dijeljenju s 3 daJe ostatak O

Ostatak pri dijeljenju zbroja prvih n prirodnih brojeva s 3 moze biti samo 0 ili 1 ¢ime
smo pokazali da zbroj bilo kojih prvih n prirodnih brojeva ne moze biti jednak zbroju
kvadrata triju uzastopnih prirodnih brojeva.

Napomena: Zbroj kvadrata triju uzastopnih prirodnih brojeva mozemo, za neki prirodni
broj m, zapisati i ovako:

m* + (m+1)> + (m +2)?
=mi+m?+2m+1+m>+4m+4
=3m*+6m+5
=3(m*+2m+1)+2

Daljnji postupak se nastavlja na prethodno opisani nacin.
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